Aufgaben

40. Osterreichische Mathematik-Olympiade 2009

Landeswettbewerb fiir Anfingerinnen und Anfinger
23. Juni 2009

1. Zu jeder Seite eines Quadrats wird mit roter Farbe eine positive ganze
Zahl geschrieben. Zu jedem Eckpunkt wird mit griiner Farbe das Produkt
der beiden roten Zahlen geschrieben, die bei den angrenzenden Seiten
stehen. Die Summe der griinen Zahlen sei 40.

Welche Werte sind fiir die Summe der roten Zahlen mdoglich?
(Gerhard Kirchner)

2. Es seien z und y nichtnegative reelle Zahlen.
Man zeige:
(z+y°)(2® +y) > 42y’
Wann gilt Gleichheit?
(Aufgabenkomitee)
3. Es stehen beliebig viele Briefmarken mit den Werten 134, 135, ..., 142
und 143 Cent zur Verfligung.

Man bestimme den grofiten ganzzahligen Wert (in Cent), der nicht durch
diese Briefmarken dargestellt werden kann.

(Gerhard J. Woeginger)
4. Der Mittelpunkt M des Quadrats ABCD wird an C' gespiegelt. Dadurch

erhilt man den Punkt E. Der Schnittpunkt des Umkreises des Dreiecks
BDE mit der Strecke AM wird mit S bezeichnet.

Man zeige, dass S die Strecke AM halbiert.
(Walther Janous)
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5. Man gebe einen moglichst grofen Bereich M C Ry an, sodass fiir alle

a, b, ¢, d € M die Ungleichung v/ab + Ved > va+ b+ e+ d gilt.

Gilt dann auch fiir alle a, b, ¢, d € M die Ungleichung vab + Ved >
va+c+Vb+d?

(Bemerkung: R+ ist die Menge der positiven reellen Zahlen.)
(Gerd Baron)

. Wie viele ganzzahlige Losungen (xg, 1,2, 3, 4, 5, Tg) hat die Glei-

chung
208 4 + 22+ at 42l xfad=9?

(Gerd Baron)

. Gegeben ist das spitzwinklige Dreieck ABC (Durchlaufungssinn ABC

gegen den Uhrzeigersinn) mit den Hohenfupunkten D (auf BC), E (auf
AC) und F (auf AB).

Weiters seien P, (Q und R wie folgt definiert:

P ist im Dreieck CF B der Hohenfufpunkt von F' auf BC.
Q@ ist im Dreieck ADC der Hohenfufspunkt von D auf AC.
R ist im Dreieck AEB der Hohenfufpunkt von E auf AB.

Die sechs Punkte D, F, F', P, @ und R bilden bei passender Nummerie-
rung Ty ToT3TyT5Ts (gegen den Uhrzeigersinn mit 77 = P) ein konvexes
Sechseck (alle Winkel kleiner als 180°).

Man zeige, dass in diesem konvexen Sechseck kein Punkt existiert, der
auf allen drei Diagonalen 11Ty, 15T und T57% liegt.

(Gerd Baron)

. Zwei unendliche arithmetische Folgen heifen wesentlich verschieden,

wenn sie sich nicht nur durch das Fehlen endlich vieler Anfangsglieder
bei der einen von ihnen unterscheiden.

Wie viele paarweise wesentlich verschiedene nicht konstante arithme-
tische Folgen aus lauter positiven natiirlichen Zahlen gibt es, die eine
unendliche nicht konstante geometrische Folge enthalten, deren drittes
Glied 40 - 2009 = 80360 ist?

(Gerd Baron)
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Man zeige, dass fiir alle positiven ganzen Zahlen n die folgende Unglei-
chung gilt:

3" > (n))L.

(Gerd Baron)

Wir verallgemeinern die Funktionen Fakultét n! = n(n—1)(n—2)...2-1
und Doppelfakultit n!! = n(n — 2)(n —4)...1 fir ungerade n und n!! =
n(n —2)(n —4)...2 fiir gerade n. Wir definieren fiir n > 0 die k-fache
Fakultit Fr(n) = n(n —k)(n —2k)...r mit 1 <r < kundn =r
(mod k). Weiters sei F;(0) = 1.

Man bestimme alle natiirlichen Zahlen n, sodass Fyo(n) + 2009 eine
Quadratzahl (das Quadrat einer natiirlichen Zahl) ist.

(Gerd Baron)
Gegeben ist ein Rundkurs mit n Stationen (n > 1), der in beiden Rich-

tungen befahrbar ist. Jeden Abschnitt zwischen zwei benachbarten Sta-
tionen nennen wir Teilstrecke. Eine der Stationen heifst Raach.

Ein Bus soll in Raach starten und nach Durchfahren von n+2 Teilstrecken
nach Raach zuriickkehren, dabei hat er jede Station mindestens einmal
zu besuchen.

Man bestimme fiir jedes n > 1 die Anzahl f(n) der Touren, die diese
Bedingungen erfiillen.

(Gerd Baron)
Seien D, E und F die Seitenmittelpunkte des Dreiecks ABC (D auf BC,
E auf CA und F auf AB).
Weiters sei H, H,H. das Hohenfufspunktdreieck des Dreiecks ABC.

Die Punkte P, @ und R seien die Seitenmittelpunkte des Dreiecks
H,HyH. (P auf HyH., Q auf H.H, und R auf H,H,;).

Man zeige: Die Geraden PD, QF und RF haben einen Punkt gemeinsam.
(Gerd Baron)
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Sei Agm () ein Potenzturm bestehend von unten nach oben aus k Zwei-
ern, einem x und dann m Zweiern. Sei Bj(y) ebenfalls ein Potenzturm,
der aber nur aus k£ Vierern und einem y ganz oben besteht. Also

g2
z?2 4Y

A () = 22 und  By(y) = 4%

Man bestimme abhéngig von der positiven ganzen Zahl k > 0 alle Paare
(z,y) nichtnegativer ganzer Zahlen, sodass Agk(z) = Br(y).

b wird berechnet als a(**).)

(Gerd Baron)

(Bemerkung: Ein Potenzturm der Form a

Es seien a und b positive ganze Zahlen mit a < b.

(a) Es bezeichne

S VEZ T3kt 3
M(a,b) = P—]

das arithmetische Mittel der Zahlen vk2 + 3k + 3 iiber a < k < .
Man bestimme K (a,b) = |M(a,b)].

(b) Man bestimme weiters

S VR 3k 3
a b—a+1

)

N(a,b)

das arithmetische Mittel der Zahlen |v/k? + 3k + 3| iiber a < k < b.

(Dabei ist |z| die grofte ganze Zahl kleiner oder gleich z.)
(Gerd Baron)

Gegeben ist das Dreieck ABC'. Gesucht sind alle Punkte P im Inneren
des Dreiecks, fiir die das Folgende gilt:

Sei D der Schnittpunkt der Verlangerung von AP mit der Seite BC und
sei A’ jener Punkt auf dieser Verlingerung, fiir den AD = DA’ gilt. Dann
sind die Dreiecke ABC und A’ BC' kongruent. (Dabei miissen die Punkte
einander nicht unbedingt in dieser Reihenfolge entsprechen.) Definiert
man die Punkte B’ und C’ analog, so sind auch die Dreiecke AB’C und
ABC' kongruent zu ABC.

(Gerd Baron)



